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---------------------------------------------------------------------***------------------------------------------------------------------- 

В задачах физики твердого тела [1]. квантовой теории поля [2] и статистической физики [3] важную 

роль играет исследование спектров гамильтонианов с несохраняющимся неограниченным числом 

частиц. Одним из основных методов, применяемых при изучении этих задач является теория 

возмущений самосопряженных операторов. Поэтому необходимо подробное изучение спектров 

гамильтонианов с ограниченпым числом квазичастиц, т. е. изучение спектров сужений операторов, 

действующих в фоковском пространстве, на одночастичном, двухчастичном и т. д. n-частичном 

подпространствах или на «n-частичном обрезанном» подпространстве [1-3].  

В настоящей работе рассматривается некоторый модельный оператор энергии с несохраняющимся 

ограниченным числом частиц на «обрезанном  трехчастичном» подпространстве и описывается 

полная система собственных векторов. 

Пусть 𝑇𝜈-°-мериый тор, (𝑇𝜈)𝑛   𝑇𝜈 × 𝑇𝜈 ×⋯× 𝑇𝜈⏟            
𝑛

  екартово произведение 𝐿2(𝑇
𝜈)𝑛- гильбертово 

пространство квадратично интегрируемых функций на (𝑇𝜈)𝑛, С′-одномерное комплексное 

пространство и   𝐿2
𝑠 ((𝑇𝜈)𝑛) ⊂ 𝐿2((𝑇

𝜈)𝑛)-подлространство, сосеоящее из симметричных функций. 

Пусть Н = Н0⊕Н1⊕Н2 прямая сумма гильбертовых пространств Н0 = С
′, Н1 = 𝐿2(𝑇

𝜈), Н2 =
𝐿2
𝑠 (𝑇𝜈)2, т. е. “обрезанное” пространство Фока. 

Рассмотрим операторную матрицу 

𝐴 = (
0 𝐴01 0
𝐴10 𝐴11 𝐴12
0 𝐴21 𝐴22

)                                                      (1) 

Здесь операторы А𝑗: Н𝑗 → Н𝑖 , 𝑖 > 𝑗 (соответственно і < 𝑗) являются onераторами рождения 

(соответственно уничтожения) и определяются следующими формулами: 
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(𝐴01𝑓1)0 = ∫ 𝑏(𝑝′)𝑓1(𝑝
′)𝑑𝑝′,     (𝐴10𝑓0)1 = 𝑏(𝑝)𝑓0,

𝑇𝜈

 

(𝐴12𝑓2)1 = ∫ 𝑏(𝑞)𝑓2(𝑝, 𝑞
′)𝑑𝑞′,      (𝐴21𝑓1)2 =

1

2
(𝑏(𝑞)𝑓1(𝑝) + 𝑏(𝑝)𝑓1(𝑞)).

𝑇

 

a операторы 𝐴11 и 𝐴22  действуют в гильбертовых пространствах Н1 и Н2 по формулам 

(𝐴11𝑓1)1 = 𝑎1(𝑝)∫ 𝑎1(𝑝
′)𝑓1(𝑝

′)𝑑𝑝′,
𝑇𝜈

 

(𝐴22𝑓2)2 = 𝑎2(𝑝) ∫ 𝑎2(𝑝′)

𝑇𝜈

𝑓2(𝑝
′, 𝑞)𝑑𝑞′ + 𝑎2(𝑞)∫ 𝑎2(𝑞

′)

𝑇

𝑓2(𝑝, 𝑞
′)𝑑𝑞′. 

где функции а𝑗, 𝑏 ∈ 𝐿2(𝑇
𝜈)    𝑗 = 1,2. удовлетворяют условиям 

∫ 𝑎1(𝑝)𝑎2(𝑝)𝑑𝑝 = ∫ 𝑎𝑗(𝑝)𝑏(𝑝)𝑑𝑝 = 0,   𝑗 = 1,2.
𝑇𝜈𝑇𝜈

 

Очевидно, что число 𝑧 = 0 является собственным значением oператора 𝐴0 ≡ 0 с кратностью равной 

размерности пространства Н и оператор А рассматривается как возмущение оператора А0. 

Лемма. Оператор А, определяемый операторной матрицей, является oграниченным и 

самосопряженным оператором, действующим в гильбертовом пространстве Н.  

Доказательство этой леммы основано на определениии и элемен- тарных свойствах норм и 

сопряженного оператора. 

Пусть 

𝜎𝑝𝑝 = {𝑧1 = 0,            𝑧2 = ‖𝑎2‖
2,         𝑧3,4 = ±

1

√2
‖𝑏‖,          𝑧5,6 = ±√2‖𝑏‖,   𝑧7 =   2‖𝑎2‖

2,       𝑧8,9 =

=
‖𝑎1‖

2 ±√‖𝑎1‖4 + ‖𝑏‖2

2
, 𝑧10,11 =

‖𝑎2‖
2 ± √‖𝑎2‖4 + ‖𝑏‖2

2
}, 

где ‖𝑏‖- норма элемента 𝑏 ∈ 𝐿2(𝑇
𝜈).  

Теперь опишем собственные векторы оператора А, соответствующие его собственным значениям.  

Бесконечнократному собственному семейство собственных векторов: значению 𝑧 = 𝑧1 соответствует 

семейство собственных векторов: 

𝜑0 = (0,0, 𝑓2(𝑝, 𝑞))                                          (2) 

 где 𝑓2 ∈ 𝐿2
𝑠 ((𝑇𝜈)𝑛) удовлетворяет следующим условиям: 

∫ 𝑏(𝑞′)

𝑇

𝑓2(𝑝, 𝑞
′)𝑑𝑞′ = 0    и     ∫ 𝑎2(𝑝′)

𝑇

𝑓2(𝑝
′, 𝑞)𝑑𝑞′ = 0 

 и собственный вектор 
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𝜑1 = (1,0,−
𝑏(𝑝)𝑏(𝑞)

‖𝑏‖2
)                                                             (3) 

Собственное значение 𝑧 = 𝑧2 также бесконечнократное и соответствующее ему семейство 

собственных векторов имеет вид  

𝜑2 = (0,0,
𝑎2(𝑝)𝛼(𝑞) + 𝑎2(𝑞)𝛼(𝑝)

‖𝑎2‖2
),                                              (4) 

гле функция а ∈ 𝐿2(𝑇
𝜈) и 𝑓2 ∈ 𝐿2

𝑠 ((𝑇𝜈)2) удовлетворяет условиям  

(𝛼, 𝑎2) = 0,     (𝛼, 𝑏) = 0. 

 Собственные значения 𝑧 = 𝑧3 и 𝑧 = 𝑧4 являются бесконечнократными и им соответствуют 

собственные векторы  

𝜑3 = (1, 𝑓1(𝑝),
√2

2‖𝑏‖
(𝑏(𝑝)𝑓1(𝑞) + 𝑓1(𝑝)𝑏(𝑞))),                                              (5) 

𝜑4 = (0, 𝑓1(𝑝),
√2

2‖𝑏‖
(𝑏(𝑝)𝑓1(𝑞) + 𝑓1(𝑝)𝑏(𝑞))),                                              (6) 

 

 

где функция 𝑓1(𝑝)  ∈ 𝐿2(𝑇
𝜈) удовлетворяет условиям (𝑎1, 𝑓1) = (𝑎2, 𝑓1) = (𝑏, 𝑓1) = 0. Собственные 

значения 𝑧 = 𝑧5, 𝑧 = 𝑧6 и 𝑧 = 𝑧7 простые и им соответствуют собственные векторы  

𝜑5 = (1,
√2𝑏(𝑝)

‖𝑏‖
,
𝑏(𝑝)𝑏(𝑞)

‖𝑏‖2
),                                                                  (7) 

𝜑6 = (1,
√2𝑏(𝑝)

‖𝑏‖
,
𝑏(𝑝)𝑏(𝑞)

‖𝑏‖2
),                                                                  (8) 

𝜑5 = (0,0,
𝑎2(𝑝)𝑎2(𝑞)

‖𝑎2‖4
),                                                                           (9) 

Пусть 𝑧8, 𝑧9, 𝑧10, 𝑧11 простые и им соответствуют собственные векторы  

𝜑8 = (0,
𝑎1(𝑝)

‖𝑎1‖2
,
𝑎1(𝑝)𝑏(𝑞) + 𝑏(𝑝)𝑎1(𝑞)

2𝑧8‖𝑎1‖2
),                                                      (10) 

𝜑9 = (0,
𝑎1(𝑝)

‖𝑎1‖2
,
𝑎1(𝑝)𝑏(𝑞) + 𝑏(𝑝)𝑎1(𝑞)

2𝑧9‖𝑎1‖2
),                                                      (11) 

𝜑10 = (0,
𝑎2(𝑝)

‖𝑎1‖2
,
𝑎2(𝑝)𝑏(𝑞) + 𝑏(𝑝)𝑎2(𝑞)

2(𝑧10 − ‖𝑎2‖2)‖𝑎2‖2
),                                                     (12) 

𝜑11 = (0,
𝑎2(𝑝)

‖𝑎2‖2
,
𝑎2(𝑝)𝑏(𝑞) + 𝑏(𝑝)𝑎2(𝑞)

2(𝑧11 − ‖𝑎2‖2)‖𝑎2‖2
).                                                      (13) 
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Теорема 1. Множество собственных значений 𝜎𝑝𝑝(А) совпадает с множеством 𝜎′𝑝𝑝, т.е. 𝜎𝑝𝑝(𝐴) =

𝜎′𝑝𝑝и соответствующие собственные вскторы 𝜑𝑖(𝑖 = 1,11̅̅ ̅̅ ̅̅ ), определяются формулами (2) — (13). 

Теорема 2. Пусть М1,⋯ ,𝑀11 подпространства собственных векторов, соответствующие 

собственным значениям 𝑧1,⋯ , 𝑧11 оператор А, действующим в Н. Тогда 𝐻 = М1⊕⋯⊕ 𝑀11, т. е. 

оператора А имеет полную систему собственных векторов.  
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